Alxebra Linear e Multilineal. Grao en Matematicas. USC.
Lista de exercicios, tema 1. Polinomios.

Problema 1. Determinar un polinomio p(z) € C[z] de grao minimo tal que x?+1 | p(x)
exd+1]|p(x)—1.

Solucién. Da primeira condicién temos que p(z) = (2% + 1)q(z). Da segunda, temos
que 23 + 1 divide (2% + 1)g(z) — 1. Polo tanto,

(22 + Dg(z) —1 = (23 + Dr(x).

Imos amosar agora tres maneiras distintas de resolver o problema a partir de aqui.

(a)

A partir da igualdade anterior, podemos aplicar a identidade de Bézout (algoritmo
de Euclides xeneralizado), dado que o problema consiste en encontrar polinomios
q(x) e r(x) tales que

(22 + Dg(x) — (2® 4+ Dr(z) =1,

o cal vai ser posible dado que 22 + 1 e 22 4+ 1 non tefien ningtin factor irredutible
en comun. Realizando a divisién euclidiana temos que

P rl=@*+D2+1-2), 22+1=>0-2)(-2—1)+2,

co cal
2=2? 41+ (1 —a2)(z+1)
=22+ 1+ (@ +1) — 2@+ 1) (z+1)
=@+ Dx+1)+ @ +1)(—2% -z 4+1).
Dividindo por 2 e reordeando os termos quédanos que
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Polo tanto, o polinomio buscado é

—rt 41
5 .

p(x) =

Observamos tamén que ¢(z) (e polo tanto p(x)) non pode ter grao menor, dado
que calquera outro que cumpra a ecuacion seria da forma # +a(x)-(x3+1),
con a(x) € Klz|, e se a(z) # 0 o polinomio sempre serd de grao polo menos 3.
Isto proba ademais que o polinomio que achamos é o inico de grao 4 que cumpre
a condicion.

Na ecuacién (22 + 1)g(z) — 1 = (2% 4+ 1)r(x), o lado esquerdo ten que se anular
nas raices de 23 +1 = (z+1)(22 -2+ 1) = (z+ 1) (x + &) (x + &), con & = H?‘/jg’
Impondo estas condiciéns, e usando que £2 = ¢ — 1, resulta que 2¢(—1) = 1,
€9(§) =1 e&q(§) = 1.

Dado que temos tres condiciéns, imos comezar buscando un polinomio de grao 2
(tres graos de liberdade). Pomos ¢(z) = az? + bz + c¢. Impondo a condicién en &
e &, temos

Eb+c)—(a+b)=1, &b+c)—(a+b)=1.



Restando as dias ecuacidns, (b+c¢)(§ —§&) = 0, co cal vemos que b+ ¢ = 0, e polo
tanto a +b = —1. A condicién en —1, & stia vez, dinos que 2a — 2b+ 2¢ = 1. Polo
tanto,
2a —2b+4+2c=1
b+c=0
a+b=—-1.

Isto dinos que (a,b,c) = (—1/2,—1/2,1/2). Polo tanto, q(z) = # e

—rt -3 -z +1

p(x) = 5

Resulta doado comprobar que non existe ningin ¢(z) de grao 1 que cumpra a
condicion.

(iii) Por tltimo, podemos escribir
(az® + bz +c)(@? +1) — 1= (2% + 1)(az + d)

e resolver o sistema de catro ecuaciéns, obtendo o mesmo resultado e sen usar
explicitamente nin a identidade de Bézout nin propiedades sobre os numeros
complexos. Neste caso, observamos tamén que non é posible que ¢(z) tena grao
1. De ser asi,

(ax +b)(2® +1) — 1 = c(2® +1).

De aqui, c =a,b=0,a =0eb—1 = ¢, que é un sistema incompatible. Polo
tanto, o menor polinomio ten grao 4 e é o presentado nos paragrafos anteriores.

Problema 2. Se p(z) € Z[z] e p(r/s) =0, con (r,s) = 1, demostrar que r — s | p(1) e
r+s|p(=1).

Solucién. Da condicién do enunciado, podemos escribir

p(e) = (2 - D)gla) = BEZDE)

S S

onde ¢(z) € Q[z] (s6 podemos aplicar os resultados de divisién sobre polinomios en Q,
non en Z). Sexa M > 1 o menor enteiro positivo tal que Mq(z) € Z[x], e ponamos
Mq(x) = bpz™ + bp_12" 1 + ...+ byx + by. Entén,

Msp(z) = (sx — r)(bpz™ + ... + by),

onde todolos b; son enteiros. Imos suponier que M > 1 e chegar a unha contradiciéon; para
iso, consideremos que ten un divisor primo p. Observemos que se p divide a tédolos b;,
entén poderiamos cambiar M por M /p, o cal contradiciria a condicién de minimalidade
sobre M. Do mesmo xeito p non pode dividir simultaneamente r e s, dado que son
coprimos. Suponamos que p 1t s, sendo o caso no que p { r completamente analogo. Sexa
0 < k < n o maior enteiro tal que p { bg. Se k = n, entén teriamos que o coeficiente
en z"! é sb,, que non é miltiplo de p, unha contradicién. Méis en xeral, o coeficiente
con zFtl & sby, — rbiy1. Pola definicién de k, temos que bx1 é miiltiplo de p, e como
o coeficiente en zF*! tamén o debe ser, sb; ten que ser multiplo de p. Iso, porén, non
é posible, dado que por construcién tanto s como bg son relativamente primos con p.
Polo tanto, M =1 e ¢q(z) € Zl[z].



Agora as preguntas do enunciado son sinxelas. Avaliando en x = 1, temos que s-p(1) =
(s —1r)q(1), que como ¢(1) é enteiro, é unha igualdade de nimeros enteiros. Temos que
r — s divide s - p(1), pero polo algoritmo de Euclides (s, —s) = (r,s) = 1,0 cal r — s

divide p(1). Do mesmo xeito, avaliando en z = —1, temos que s-p(—1) = (—s—7r)q(—1),
e novamente temos que 7 + s divide s - p(—1); como (s,7 + s) = (r,s) = 1, r + s divide
p(=1).

Problema 3. Os seguintes apartados son independentes entre si.
(a) Descompoiier z* + a? € R[] en factores irredutibles.
(b) Descompoinier (z + 1)" + (x — 1)™ € C|x] en factores lineares.

(c) Demostrar que o polinomio z# — 922 — 182 — 3 € Q[z] é irredutible. Podemos dicir
o mesmo do polinomio x* — 922 — 18z — 9 € Q[z]?

(d) Demostrar que o polinomio x° + z* — 423 — 322 4+ 3z + 1 € Q[z] é irredutible.

Solucién. (a) Suponamos sen perda de xeralidade que a > 0 (senén, cambidmolo
por —a), e sexa y/a a raiz cadrada positiva de a. Sobre os complexos, as raices do
1. . 3 5 7 d 7 h ’ . . oy . d
polinomio son (gv/a, (5v/a, (v/a e ({v/a, onde (g é unha raiz oitava primitiva da
unidade. En concreto, (g = M Agrupando os factores conxugados, resulta
que

(x = Gsva)(x — (§va) = 2* — V2az +a

(z — @Va)(z — §va) = 2% + V2az + a.

Polo tanto, para un a xenérico,

2t +a? = (2 + V/|2a|z + a)(2® — /|2a|z + a).

(b) Pondo
(+1)"=—(z— )" = (/") (x — 1)" = ("/"x — ™M),

temos dous ntmeros que ao elevalos a n dan o mesmo. Polo tanto, a sia diferenza
é unha raiz n-ésima da unidade, é dicir,

41 =2 kn(eming — ™™y k=0,1,...,n—1.
Illando z, resulta

1+ e7ri(2k+1)/n

—W, kzO,l,...,n—l.

Entén,
n—1 i
. . 1 +6m(2k+1)/n
(z+1)"+(z-1)"= kl:[o (x T emikt1)/n _ 1)'

(c) Para a primeira parte, a observacién clave baséase en que un polinomio con coefi-
cientes enteiros e relativamente primos entre si en Q[z] é irredutible se e soamente



se é irredutible en Z[z]. Por outro lado, se f(x) = g(x)h(x), podemos escribir f(x)
para a reducién moédulo 3, e temos que

Neste caso, a reducién do polinomio médulo 3 é simplemente z?, co que de existir
unha factorizacién as correspondentes reduciéns serfan da forma z*, e en particular
o termo independente seria 0. Iso quere dicir que o termo independente de g(z) e
de h(z) é multiplo de 3, e o termo independente do polinomio orixinal seria entén
multiplo de 9, que non é posible.

Para a segunda parte, é suficiente con obxervar que

z* — 922 — 182 — 9 = (2 4 3z + 3)(2* — 3z — 3).

Como no apartado anterior, é suficiente demostrar que f(X) é irredutible sobre
Z[z]. Para iso, basta con encontrar un primo p de maneira que f(x) sexa irredu-
tible en IF,[x]. Imos considerar p = 2. Como f(x) é de grao 5, se fose reducible
necesariamente a sta descomposicién ten que contar un factor de grao 1 ou de
grao 2. E inmediato comprobar que o polinomio non é divisible nin por x nin por
x+ 1, dado que f(0) = f(1) = 1. Imos comprobar que f(x) tampouco é divisible
polo tnico polinomio irredutible de grao 2, 22 + x + 1; se o fose,

Pttt tr+l=@?+o+ 1)@ +ax® +bx + o).

Igualando termos, vemos que a = 0, b = 1 e ¢ = 0, pero iso é incompatible coa
igualdade de termos independentes. Por tanto, f é irredutible en F3[X] e tamén

en Q[x].

Problema 4. Un niimero o € C chamase alxébrico se existe un polinomio moénico
p(z) € Q[x] de maneira que p(a) = 0.

(a)

(b)

()

7 3 7’ .
Probar que os ntimeros \@, V3 + 1, N 3, V2 + /3 son alxébricos e encontrar
un polinomio con coeficientes racionais do cal sexan ceros.

Demostrar que para todo nimero alxébrico « existe un tnico polinomio ménico
de grao minimo p(x) € Q[z] de maneira que p(a) = 0. Demostrar que calquera
outro polinomio ¢(z) tal que g(a) = 0 cumpre que ¢(z) = p(z)a(z), para algiun
a(x) € Q[z]. Para os numeros do apartado anterior, cal é ese polinomio p(x)?

Demostrar que a suma e o produto de elementos alxébricos é un niimero alxébrico.

Solucién. (a) No casode /2 consideramos z2—2. Para o = \/§+1, pomos a—1 = V3

e elevamos ao cadrado, obtendo a? —2a—2 = 0, co cal o polinomio é 22 —2z—2. Do
mesmo xeito, se f = v/5—3, B+3 = /5 e elevando ao cubo 32 +95%24275+22 = 0,
co cal o polinomio é z3 + 922 4 27z 4 22 = 0. Por tltimo, se v = v/2+ /3, pomos
v — V2 = /3 e elevando ao cadrado temos 72 — 1 = 2v/2v; elevando novamente
ao cadrado, ¥4 — 1092 + 1, co cal o polinomio buscado é z* — 1022 + 1.

Sexa a un ndmero alxébrico e p(x) un polinomio de grao minimo con p(«) = 0.
Sexa ¢(x) outro polinomio con ¢(a) = 0. En Q[z] aplicamos o algoritmo da
divisién, e podemos escribir ¢(z) = p(x)a(x) + b(z), con b(x) de grao menor ao
grao de p(z). Avaliando en z = « temos que ¢(a) = p(a)a(a) + b(a), e como



g(a) = p(a) = 0, ten que ser b(ar) = 0. Polo tanto, b(x) serfa un polinomio de
grao menor a p(z) que anula «, o cal non é posible.

No caso do apartado anterior, os polinomios que demos son xa os de menor grao.
En case tédolos casos é un comprobacién rutineira ver que non hai ningin de
grao menor; imos traballar o caso de z% — 1022 + 1, que é o menos sinxelo. Para
iso, € suficiente ver que o polinomio é irredutible en Z. Como os tinicos divisores
do termo independente son +1 e ningin é unha raiz, non pode haber factores
lineais. De haber factores de grao 2, sucederia que

(z* —102% 4+ 1) = (2% + ax + b)(2® + cx + d),

con a,b,c,d € Z. Polo tanto, ou b = d =1 o0ou b = d = —1. Como o termo en
22 é 0, a = —c; considerando o termo en z2, temos que b+ d — a? = —10, co
cala? =104+b+d. Seb=d=1,a°>=12;eseb=d = —1, entén o> = 8. En
ningun dos casos é posible por tanto ter unha factorizacién en Z[z], e iso conclie
o problema.

Hai varias maneiras de demostrar este feito, pero ningunha é realmente sinxela
coa teoria que fixemos ata o de agora. Volveremos a esta cuestién no segundo
problema para entregar de avaliacién continua.



